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簡介 
 

在芳賀第一定理中，我們看到所形成的三角形三邊比例會是畢氏三元數。在此探究

中，我們延續相關摺紙方式，即按特定邊長比例摺一下紙，找出當中畢氏三元數的延

伸關係。 

 

研究背景及目的 
 

在研習開始時，我們在網絡上看到一個神奇又簡單的數學摺紙理論—「芳賀第一定

理」，就是簡單在一張正方形紙沿邊平行作對摺，再由一角摺向該摺痕的末端，便能

摺出三邊比例為 3:4:5 的畢氏三角形。我們這研習報告的目的，是想研究在甚麼情況

下，會得出哪些結果，並從中找出與數列的一些關係。 
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第五章︰總結 
 

一張正方形紙，不需任何量度儀器，只要根據本研究的邊長比例找出所需摺痕，把正

方形紙的一角摺到對邊上，便能得出特定邊長比例為畢氏三元數的三角形，而當中找

直角鄰邊長度互質比例相差一致(例如相差 1)的畢氏三角形比例，更可用本研習所發現

的規律一一摺出。以下是本研習每一章的重點︰ 

 

第一章重點 

在正方形紙𝐴𝐵𝐶𝐷上，假設𝐴𝐵邊長為𝑚，由紙的一角𝐶摺到𝐴𝐵上的一點𝐶’，而𝐶’𝐵的長

度是𝑛，相關摺疊後的各邊邊長如下︰ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從而可知當𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 = 𝑚及𝐶′𝐵 = 𝑛 時，可得𝐺𝐷 =
𝑚(𝑚−𝑛)

𝑚+𝑛
。 

換言之，當𝐴𝐵: 𝐶′𝐵 = 𝑚: 𝑛 時，可得𝐴𝐷: 𝐺𝐷 = (𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛)。
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第二章重點 

如正方形摺紙本來比例𝐴𝐵: 𝐶′𝐵 = 𝑚: 𝑛， 

那麼𝐴𝐷: 𝐺𝐷 = (𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛)。 

 

 

  

 

 

 

 

 

相反，如正方形摺紙本來 

比例𝐴𝐵: 𝐶′𝐵 = (𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛)， 

那麼𝐴𝐷: 𝐺𝐷 = 𝑚: 𝑛。 

 

 

 

 

 

 

 

對稱性關係表︰ 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝑩𝑬:𝑩𝑪′: 𝑪′𝑬 𝑨𝑫:𝑮𝑫 

𝒎:𝒏 (𝑚2 − 𝑛2): 2𝑚𝑛: (𝑚2 + 𝑛2) (𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛) 

(𝒎 + 𝒏): (𝒎 − 𝒏) 2𝑚𝑛: (𝑚2 − 𝑛2): (𝑚2 + 𝑛2) 𝑚:𝑛 

只要找到𝑚及𝑛的數值，就能摺出相關畢氏三元數邊長比例的三角形。 
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第三章重點 

在此章節，我們在第二章的對稱表作延伸，稱第𝑘組對稱表組合所得的𝑚及𝑛為𝑚𝑘及

𝑛𝑘，那麼𝑚𝑘+1 = 𝑚𝑘 + (𝑚𝑘 + 𝑛𝑘) = 2𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 及𝑛𝑘+1 = 𝑛𝑘 + (𝑚𝑘 − 𝑛𝑘) = 𝑚𝑘  

第一組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝒎:𝒏 (𝑚2 − 𝑛2): 2𝑚𝑛: (𝑚2 + 𝑛2) (𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛) 

(𝒎 + 𝒏): (𝒎 − 𝒏) 2𝑚𝑛: (𝑚2 − 𝑛2): (𝑚2 + 𝑛2) 𝑚:𝑛 

 

第二組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

(𝟐𝒎+ 𝒏):𝒎 (3𝑚 + 𝑛): (𝑚 + 𝑛) 

(𝟑𝒎 + 𝒏): (𝒎 + 𝒏) (2𝑚 + 𝑛):𝑚 

第三組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

(𝟓𝒎 + 𝟐𝒏): (𝟐𝒎+ 𝒏) (7𝑚 + 3𝑛): (3𝑚 + 𝑛) 

(𝟕𝒎 + 𝟑𝒏): (𝟑𝒎+ 𝒏) (5𝑚 + 2𝑛): (2𝑚 + 𝑛) 

 

如此類推。這此組別所得出的畢氏三元數比例的三角形，兩條直角鄰邊的長度相差均

相等。 

 

換言之，我們在此章節證明了第一組的∆𝐵𝐸𝐶′直角鄰邊長度相差= |(𝑚1
2 − 𝑛1

2) −

2𝑚1𝑛1| = 𝑑的話，之後組別的直角鄰邊長度相差都是= 𝑑。 
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當中𝑑 = 1更是我們特別有興趣研究的類別︰ 

第一組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝟐: 𝟏 3: 4: 5 3: 1 

𝟑: 𝟏 4: 3: 5 2: 1 

第二組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝟓: 𝟐 (52 − 22): 2(5)(2): (52 + 22) 

= 21: 20: 29 

(5 + 2): (5 − 2) 

= 7: 3 

𝟕: 𝟑 20: 21: 29 5: 2 

第三組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝟏𝟐: 𝟓 (122 − 52): 2(12)(5): (122 + 52) 

= 119: 120: 169 

(12 + 5): (12 − 5) 

= 17: 7 

𝟏𝟕: 𝟕 120: 119: 169 12: 5 

第四組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝟐𝟗: 𝟏𝟐 (292 − 122): 2(29)(12): (292 + 122) 

= 697: 696: 985 

(29 + 12): (29

− 12) 

= 41: 17 

𝟒𝟏: 𝟏𝟕 696: 697: 985 29: 12 

第五組 

𝑨𝑩: 𝑪′𝑩 𝐵𝐸: 𝐵𝐶′: 𝐶′𝐸 𝐴𝐷: 𝐺𝐷 

𝟕𝟎: 𝟐𝟗 (702 − 292): 2(70)(29): (702 + 292) 

= 4059: 4060: 5741 

(70 + 29): (70

− 29) 

= 99: 41 

𝟗𝟗: 𝟒𝟏 4060: 4059: 5741 70: 29 

 

如此類推。
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第四章重點 

透過第二章的對稱性，當中𝐴𝐵: 𝐶′𝐵的兩個比例𝑚:𝑛及(𝑚 + 𝑛): (𝑚 − 𝑛)為正方形同一

邊作出兩條摺痕，並將其對摺，新的摺痕𝐴𝐵: 𝐶′𝐵比例為 

𝑛′

𝑚′
= (

𝑛

𝑚
+
𝑚 − 𝑛

𝑚 + 𝑛
) ×

1

2
=

𝑚2 + 𝑛2

2𝑚(𝑚 + 𝑛)
， 

而新一組的𝑚′: 𝑛′比例有以下的規律 

𝑚𝑘+1 = 2𝑚𝑘(𝑚𝑘 + 𝑛𝑘)及𝑛𝑘+1 = 𝑚𝑘
2 + 𝑛𝑘

2 

只要重覆這個方法將紙的一角𝐶摺到𝐴𝐵上的一點𝐶’，所得的直角鄰邊長度相差 1 的畢

氏三角形比例如下︰ 

第一摺︰ 由能摺出邊長比例𝟑: 𝟒: 𝟓的畢氏三角形 (即𝒎 = 𝟐,𝒏 = 𝟏)的正方形紙原形摺出  

 

邊長比例𝟏𝟏𝟗: 𝟏𝟐𝟎: 𝟏𝟔𝟗的畢氏三角形 (即𝒎 = 𝟏𝟐, 𝒏 = 𝟓) 

 

第二摺︰ 由能摺出邊長比例𝟏𝟏𝟗: 𝟏𝟐𝟎: 𝟏𝟔𝟗的畢氏三角形 (即𝒎 = 𝟏𝟐,𝒏 = 𝟓)的正方形

紙原形摺出  

邊長比例𝟏𝟑𝟕𝟗𝟎𝟑: 𝟏𝟑𝟕𝟗𝟎𝟒: 𝟏𝟗𝟓𝟎𝟐𝟓的畢氏三角形 (即𝒎 = 𝟒𝟎𝟖,𝒏 = 𝟏𝟔𝟗) 

 

第三摺︰ 由能摺出邊長比例𝟏𝟑𝟕𝟗𝟎𝟑: 𝟏𝟑𝟕𝟗𝟎𝟒: 𝟏𝟗𝟓𝟎𝟐𝟓的畢氏三角形 (即𝒎 = 𝟒𝟎𝟖, 𝒏 =

𝟏𝟔𝟗)的正方形紙原形摺出  

邊長比例𝟏𝟖𝟑𝟔𝟒𝟖𝟎𝟐𝟏𝟓𝟗𝟗: 𝟏𝟖𝟑𝟔𝟒𝟖𝟎𝟐𝟏𝟔𝟎𝟎: 𝟐𝟓𝟗𝟕𝟏𝟕𝟓𝟐𝟐𝟖𝟒𝟗的畢氏三角形  

(即𝒎 = 𝟒𝟕𝟎𝟖𝟑𝟐,𝒏 = 𝟏𝟗𝟓𝟎𝟐𝟓) 

 

以此方法去到第十摺，所得數字更有超過 600 個位，大大加快了找這些極大數值所

組成的直角鄰邊長度相差 1 的畢氏三角形。 
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